Stochastik und Analysis verzahnt in der Lehrer(innen)bildung

am Beispiel Fehlerverteilung

PeTRA HAUER-TYPPELT, WIEN

Zusammenfassung: Das Zusammenspiel von An-
wendungsorientierung im klassischen Sinn und Me-
thoden der Analysis zum Erkenntnisgewinn im Be-
reich Stochastik steht im Zentrum dieses Aufsatzes.
Auf einer einzigen praxisorientierten Annahme ba-
sierend wird die Normalverteilung als Fehlervertei-
lung entwickelt. Um den Themenbereich umfassend
zu beleuchten und seine Wurzeln aufzuzeigen, fliefsen
auch historische Aspekte ein.

1 Einleitung

Der Ursprung des vorliegenden Artikels liegt im
Bemiihen, im Rahmen einer Lehrveranstaltung fiir
zukiinftige Mathematiklehrer(innen) ein umfassen-
des Verstindnis der Normalverteilung aufzubauen.
Neben verschiedenen anderen Konzeptionen (siehe
z. B. Hauer-Typpelt 2006) sollte geklart werden, wa-
rum Messfehler das Protobeispiel normalverteilter
GroBen sind, und zwar iiber das Maf3 der iiblichen
verbalen Begriindung mithilfe des Zentralen Grenz-
wertsatzes hinaus.'

Im Zuge der Arbeit, sowohl in der Vorbereitung als
auch mit den Studierenden, verlangten immer mehr
Aspekte eine ausfiihrliche Behandlung, sodass nun
ein Ergebnis vorliegt, in welchem

e leicht verstiandlicher, auch intuitiv klarer, Praxis-
bezug,

» gut nachvollziehbare historische Beziige,

* Anwendung von Vorwissen aus Stochastik und
Analysis und

» daraus resultierender Erkenntnisgewinn

aufeinandertreffen. Damit wird einiges von dem, was
in der Lehrer(innen)bildung vermittelt werden soll-
te, in einer Unterrichtseinheit erfasst. In historischer
Hinsicht werden hier zumindest kleine Einsichten
in Ideen und Uberlegungen eines der bedeutendsten
Mathematiker gegeben, die durchaus zu einem tiefe-
ren Studium seiner Werke anregen wollen.

2 Aufden Spuren von Gauf

,»,Ob ich Mathematik auf ein paar Dreckklumpen an-
wende, die wir Planeten nennen, oder auf rein arith-

metische Probleme, es bleibt sich gleich, die Letzte-
ren haben nur noch einen hoheren Reiz fiir mich.”,
kommentierte einst Carl Friedrich Gaul (1777
1855) seine mathematisch-astronomische Arbeit
(zitiert nach W. Sartorius von Waltershausen 1856,
S. 101/102).

Obwohl die Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht zu
den Schwerpunkten seiner mathematischen Arbeit
gehorte, konnte Gaul3 nicht umbhin, sich mit Uberle-
gungen und Methoden der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung zu beschiftigen. Denn durch sein anhaltendes
Interesse und seine Arbeit im Bereich der Astronomie
und spéter auch der Geodaisie sah er sich gezwungen,
Methoden zur Auswertung von Beobachtungs- und
Messergebnissen zu erarbeiten und entwickelte da-
raus seine Theorie der Beobachtungs- bzw. Mess-
fehler. Die dazu zu seinen Lebzeiten verdffentlich-
ten Arbeiten widmete er allerdings nie der Theorie
selbst, sondern ihren Anwendungen. Wie hinldnglich
bekannt, verringerte das aber nicht die Bedeutung
seiner Uberlegungen und Ergebnisse fiir die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung per se, sondern bereicherte
diese enorm. Einerseits durch seine herausragenden
Ergebnisse, andererseits weil nachfolgende Forscher
angeregt wurden, beispielsweise die Bedingungen
fiir die Anwendbarkeit des Normalverteilungsgeset-
zes als Fehlerverteilungsgesetz zu kldren und somit
eine weitere Entwicklung auf diesem Gebiet voran-
getrieben wurde.

Bereits 1809 legte Gaul3 erstmals die Theorie der
Beobachtungsfehler dar; in der ,,Theoria motus cor-
porum coelestium in sectionibus conicis solem ambi-
entium* wurde die Aufgabe wie folgt gestellt (zitiert
nach Gnedenko 1960, S. 197):

»Bei Messungen von GroBen, die mit gleicher Ge-
nauigkeit ausgefiihrt werden, haben die zufilligen
Fehler eine differenzierbare Dichte der Wahrschein-
lichkeitsverteilung. Es soll die Verteilung unter der
Voraussetzung bestimmt werden, dass der wahr-
scheinlichste Wert der gemessenen Grofle bei einer
beliebigen Anzahl von Beobachtungen dem arithme-
tischen Mittel der beobachteten Werte gleich ist.*

Seine Berechnungen fithrten Gaull zur wohlbekann-
ten Dichtefunktion der Normalverteilung, der Name
,»Gaull’sches Fehlerverteilungsgesetz* erhielt seine
Grundlage. Eine systematische Darlegung seiner
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Theorie der Beobachtungsfehler erschien 18232 Da-
rin beschiftigt sich GauB3 zu Beginn mit der Klidrung
der Tatsache, dass wiederholte Messungen oder Be-
obachtungen nie vollig gleiche Ergebnisse liefern
werden, ganz gleich wie sorgfiltig man sie auch
durchfiihrt. Astronomen war seit jeher klar, dass
unmittelbare Beobachtungsergebnisse fehlerbehaf-
tet sind. Gnedenko berichtet {iber Tycho de Brahe
(1546-1601), der lange vor GauB3 zwischen syste-
matischen Fehlern, die durch die Wahl der Beobach-
tungsmethode oder des Messgerétes bedingt sind, und
zufdlligen Messfehlern unterschied (Gnedenko 1960,
S. 195). Um diese Fehler auszugleichen, fiihrte er
bei wichtigen Beobachtungen mehrere Messungen
unter abgednderten Bedingungen durch und versuch-
te durch Kombination der Beobachtungsergebnisse
auch zufallige Fehler auszuschalten.

GauB trifft eine dhnliche Einteilung in reguléire und
irreguldre Fehler. Als reguldre Fehler bezeichnet er
solche, die sich voraussehen lassen, da sie bei jeder
Messung konstant auftreten oder sich wéhrend der
Messung gesetzmifBig dndern und sich daher voraus-
berechnen lassen. Irreguldre Fehler sind unregelma-
Bige und zufillige Fehler, deren Entstehung er mit
unregelmiBigen duBeren Einfllissen, wie beispiels-
weise dem Flimmern der Luft, aber auch mit der
Unvollkommenheit unserer Sinnesorgane begriindet.
Insbesondere merkt Gaul3 an, dass die Einteilung in
regulédre und irregulédre Fehler mitunter relativ ist und
davon abhidngt, fiir welche reale Aufgabe die Mes-
sungen angestellt werden. In seinen Schriften unter-
sucht und beschreibt Gaull die Verteilung der irregu-
laren Fehler.

In diesem Sinn werden auch in dieser Arbeit Uberle-
gungen zur Fehlerverteilung angestellt, und es wird
versucht, durch einen fiir die Lernenden transparen-
ten, in der Praxis verwurzelten Weg die Briicke von
Mess- und Beobachtungsfehlern zur Normalvertei-
lung zu schlagen.

Hingewiesen sei an dieser Stelle auch auf die Arbeit
von Teicher, der eine Maximum-Likelihood-Charak-
terisierung der Normalverteilung vorlegt (Teicher
1961) und jene von Findeisen, der auf Teichers Ar-
beit Bezug nimmt. Mit dem Anspruch Gauf3’ Ansatz
perfekt auszuarbeiten, charakterisiert Findeisen die
Normalverteilung unter noch schwicheren Bedin-
gungen (Findeisen 1982).

3 Die Dichte der
Messfehlerverteilung

3.1 Ausgangssituation und praxisnaher
Ansatz

Eine bestimmte unbekannte Grofe ¢ sei n-mal mit
gleichbleibender Sorgfalt gemessen. Dabei treten
keine systematischen Messfehler auf, die Abwei-
chung der Messwerte ¢, ¢, ..., t, vom wahren Wert
t sind zufillig und voneinander unabhédngig. Wir ha-
ben es also mit irreguldren Fehlern in Gauf3’scher
Diktion zu tun.

Den Fehler der i-ten Messung bezeichnen wir mit

Die entscheidende Frage in der Praxis ist nun kla-
rerweise, wie mit den Messergebnissen umzuge-
hen ist, wie also der unbekannte Wert ¢ aus den n
Messwerten geschitzt werden kann. Als bewéhrtes
Vorgehen hat es sich etabliert, das arithmetische

. -t .. ..
Mittel ¢ = als Schétzer fir ¢ zu

verwenden.

Diesen Ausgangspunkt gilt es mit den Lernenden zu
kliren, da er fiir unsere weiteren Uberlegungen zen-
tral ist. Wir werden in Abschnitt 4 darauf zuriickkom-
men.

Lisst sich nun aus dieser Vereinbarung, 7 als geeigne-
ten Schitzer zu verwenden, schon eine Aussage tiber
die Verteilung der Fehler u; machen? Im Folgenden
wird gezeigt, dass diese Frage mit ,,Ja“ zu beantwor-
ten ist, also diese eine iibliche Festlegung bereits die
Fehlerverteilung bestimmt.

Entsprechend der Definition des arithmetischen Mit-
tels ist die Forderung, ¢ als Schétzer fiir # zu verwen-
den, identisch mit der Forderung

u; =0.
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Die (unbekannten) Werte u; konnen als Realisierun-
gen von Zufallsvariablen U;,U,, ..... ,U, angesehen
werden. Da alle u; aus einer Messreihe mit gleich-
bleibenden Bedingungen stammen, diirfen wir fiir
alle Zufallsvariablen U, dieselbe Wahrscheinlich-
keitsverteilung und damit dieselbe Dichtefunktion f
annehmen.

3.2 Anforderung an die Dichtefunktion

Diese Dichtefunktion f gilt es nun zu bestimmen.
Dazu empfiehlt sich die Maximum-Likelihood-Me-
thode. Sie sollte den Lernenden bereits vertraut sein,
was sich meist im Rahmen des Themenkreises ,,Auf-




finden von besten Schitzern* ergibt. Im Vorliegenden
haben wir es mit der umgekehrten Problemstellung zu
tun: Es ist nicht die Likelihood-Funktion bekannt und
der Maximum-Likelihood-Schétzer (M-L-Schétzer)
gesucht, sondern man geht davon aus, dass fiir jeden
Stichprobenumfang n > 2 das arithmetische Mittel ¢
der M-L-Schitzer ist und sucht die Likelihood-Funk-
tion. Im stetigen Fall also jene Dichtefunktion, die
just an dieser Stelle ein Maximum annimmt.

Entsprechend unseren Ausgangsbedingungen be-
trachten wir die einzelnen Messergebnisse als von-
einander unabhéngig, daher sind auch U, U,, ..., U,
unabhéngige Zufallsvariablen. lhre gemeinsame
Dichtefunktion g kann somit als Produkt der Dichte-
funktionen der U,; geschrieben werden:

g(ula Up, -y un) :f(ul) 'f(u2) e 'f(un)

Im Sinne eines Extremwertproblems differenzieren
wir, gehen aber zuvor um rechentechnische Einfach-
heit bemiiht zum Logarithmus iiber, da sich Summen
leichter als Produkte ableiten lassen. Wir betrachten
also Ing.

1ng(ula Uy, ..., un)

=ln f(u)+Inf(u,)+ ... +In f(u,)

Die Funktion In g hat an denselben Stellen wie g ihre
Maxima, da wir g als tiberall positive Dichtefunkti-
on annehmen und In eine streng monoton wachsende
Funktion ist.

Mit u; =t —t; erhalten wir damit eine Funktion in #:
fU=t)+Inft—t))+ .. +Inf(t—t,)=h(t)
deren erste Ableitung

S (f—f1)+f (t—lz)+
fl=tn) [flt-1)

A

h'(f) =
© F—1,)

ist.

Da wir die Existenz eines Maximums voraussetzen,
ergibt sich aus der notwendigen Bedingung 4'(¢) =0
fiir das Vorliegen eines Maximums an die Dichte-
funktion f'die Forderung

S (uy) +f'(”2) .
S)  fuy)

S (wy)

o+ —==0.

S uy)

3.3 Folgerungen mithilfe der Analysis

Zwecks tibersichtlicher Zusammenfassung setzen wir

S (uy)
———=F(u,
) (u;).

Aus dem Anspruch 7 als M-L-Schitzer fiir ¢ zu ver-
wenden, ergeben sich also insgesamt zwei Forderun-

gen, die im Folgenden als FD 1 und FD 2 bezeichnet
werden:

FD 1:
FD2: F(u)+F@uy)+..+F(u,)=0

uy +uy +...+u,=0

Da diese beiden Forderungen unabhéngig von der
Anzahl der durchgefiihrten Messungen sind, miissen
beide Gleichungen fiir alle n gelten.

Sei zunédchst n = 2:

Es folgt aus —u; = u, und — F(u;) = F(u,), dass
— F(u;) = F(—u,), also F eine ungerade Funktion ist.

Fiir ein beliebiges n betrachtet liefert FD 1:
= F(-u)=Fuy,+us+ ...+ u,)
und FD 2:

Gemeinsam mit der Eigenschaft, dass /' eine ungera-
de Funktion ist, ergibt das

Fuy+us+...+u,)=Fuy))+F(uz)+... +F(u,)

Die Funktion F muss also die Cauchy’sche Funktio-
nalgleichung

F(uj+u;) = F(u;)+F(u;)

erfilllen. Cauchy (1789-1857) beschiftigte sich zu
jener Zeit, in der GauB3 mit der Vermessung des Ko6-
nigreichs Hannover betraut war und seine Theorie
der Beobachtungsfehler systematisierte, mit der Be-
stimmung der auf R definierten Funktionen, die der

Gleichung f(x+ y)=f(x)+ f(¥) Vx,y € R geni-
gen.

Er zeigte, dass fiir stetige Funktionen f genau die li-
nearen Funktionen f(x) = k - x die Losungen dieser
nach ihm benannten Funktionalgleichung bilden. Ein
Beweis dafiir findet sich in Smital (1988, S. 27 ff.)

Wir verwenden dieses wichtige Ergebnis aus der
Analysis und schreiben daher fiir F'(u;):

Fu,)=k-u;, keR, i=1,..n,
woraus sich wegen wegen der Darstellung von F als

Quotient = die Differentialgleichungen
)

—'=k-u;, keR,i=l, .., nergeben.
S(u;)

Die Gestalt von ffindet man durch Losen der einfa-
chen Differentialgleichung

£,

f@) 2
:>1n|f(u)|=k-u7+C

keR, ueR




u2

J—
und man erhélt schlieBlich f(u)=C-e

3.4 Uberlegungen zu den GréRen k und C

Zum Faktor k im Exponenten iiberlegen wir aus zwei
Blickwinkeln, zunédchst aus anwendungsorientierter
Sicht. Da wir es mit nicht systematischen Messfeh-
lern zu tun haben, treten grof3e Abweichungen vom
wahren Wert seltener auf als kleine Abweichungen. &
muss daher negativ sein.

Auch aus innermathematischer Sicht ist dieser
Schluss zu ziehen, da f* ja Dichtefunktion ist und da-
her die Normierungsbedingung

jw fu)du=1

erfiillen muss. Das streichen wir deutlich heraus, in-
dem wir k = —h? setzen und erhalten damit

2
u
Rt

fw)=C-e *.
Die Bestimmung der Integrationskonstante C

wird ebenfalls liber die Normierungsbedingung ge-
fithrt. Fiir C lasst sich daher schreiben:

1

C:

© 7h2. u2
I e 2 du

—00

Das uneigentliche Integral im Nenner

2
u
—h2

Izzfoe 2 du

ist mit einfachen Integrationsmethoden nicht zu 16-
sen. Eine gingige Berechnungsmethode fiihrt {iber
die Verwendung von Polarkoordinaten und wird bei-
spielsweise in Barth (1988, S. 288 f.) oder Meyer
(2004, S. 96 f.) behandelt.

Hier wird eine weitere Moglichkeit zur Berechnung
dieses Integrals vorgestellt, weil sie einerseits weni-
ger tief greifende Vorkenntnisse voraussetzt und an-
dererseits den anschaulichen Aspekt mit einbezieht.

Dazu betrachten wir zunichst 7°. Das Produkt der
Integrale
2 h2

@ 727%2 2
[2:=f e
— o

dx - J.wez.y dy,

als Doppelintegral geschrieben ergibt

2 2
1 ::f _[e e dx dy
—® —w

bzw.
h 2

1% = fo je_z

—o0 —o0

(2 + y?)

dxdy.

Der Integrand lasst sich als Funktion I(x,y) zweier
unabhéngiger Variablen auffassen und damit geome-
trisch als Flache iiber der (x,y)-Ebene interpretieren:

Abbildung 1: Graph der Funktion z = I(x,y)

z = I(x,y) beschreibt eine Fliache, die man sich durch

o,
_n

Rotation des Graphen der Funktion e 2 umdiez-

Achse entstanden vorstellen kann (sieche Abbildung 1).
ey
Aus z=e °

2
folgt — h—21n2 =x?+ yz.
Es liegen also alle Punkte (x, y, z) fiir ein bestimmtes

z =/{(x, y) auf einer Kreislinie mit dem Radius

r= x2+y2 = f—hizlnz,

Dabei ist der Ausdruck unter der Wurzel wegen
0 < z <T1positiv.

Das Doppelintegral
o ® h* 2
—— T+ y)
1% = I _[ e ? dxdy

kann man als Volumen jenes Korpers deuten, der durch
h* 5
S : BT
die Flache der Funktion z=1I(x,y) =¢
und die (x,y)-Ebene begrenzt wird. / 2 lasst sich da-
her durch Integration iiber Flacheninhalte von Kreis-
scheiben parallel zur (x,y)-Ebene, wie in Abbildung
2 dargestellt, quasi als ,,Summe von Kreisflichen®,

berechnen.




Abbildung 2

Der Flacheninhalt A(z) einer solchen Kreisscheibe
betragt

A(Z):I"zﬂ'— Inz 7.

-
Damit gilt
1 1
2
2 f— —_———
I?= [ Az)dz = e 7 [Inzdz.
0 0

Dieses uneigentliche Integral berechnen wir mittels
partieller Integration:

1
2
I’ = lim ——znjlnzdz
R— 0 R
1
2
= lim ——27zz(lnz—l)
R— 0 h R
2 .
=—7x+—nx- lim R(InR-1)
nr o h?
R—> 0
2 2 . InR -1
= r+—7 - lim ——
A SN
R
Die Regel von de I’Hospital liefert
1
2 + lim R 2
=—n+—n =—
A S &
R2
Damit erhalten wir fiir das urspriingliche Integral:
2 . . . .
1= |T, womit auch die Konstante C bestimmt ist:
1]
C=—+—.
2

3.5 Resuimee und Anmerkung
Die soeben gewonnene Losung

2
u
_p2t

h 2 .
fu)y=—=-¢ (h>0) stellt nun gerade die
27
Dichtefunktion einer N (0, 1—2) -verteilten Zufallsva-
riable dar. h

Die Art der Verteilung der Messfehler wurde somit
aus einer einzigen Annahme, namlich dass das arith-
metische Mittel der M-L-Schétzer fiir den wahren
Wert ist, entwickelt.

Entsprechend der Intention dieses Artikels, die Ver-
bindung zwischen Messfehlern und der Normalver-
teilung herzustellen, liegt daher das Ergebnis vor.
Freilich lassen sich interessante Fragestellungen an-
kniipfen und beispielsweise Uberlegungen zur Gro-
Be A, die in die Verteilung eingeht, fortfiihren. Gaul3
widmete dieser von ihm als ,,GenauigkeitsmaB3* be-
zeichneten Grofle besonderes Augenmerk.

Entsprechend seiner Bemiithungen um einen ratio-
nalen Umgang mit Beobachtungsergebnissen in der
praktischen Arbeit, betrachtete er die Abschitzung
des Genauigkeitsmafes mithilfe der Messergebnisse
auch als eines der wichtigsten Probleme seiner Theo-
rie. Dazu legte er bereits 1816 in der ,,Zeitschrift fiir
Astronomie® eine Abhandlung vor (Konigliche Ge-
sellschaft der Wissenschaften 1873, S. 109 ff.) und
bemerkte dazu im ersten Abschnitt: ,,Inzwischen ist
immer eine Kenntnis dieser Grof3e selbst interessant
und lehrreich, und ich will daher zeigen, wie man
durch Beobachtungen selbst zu einer solchen Kennt-
nis gelangen mag.“ Eine kurze Zusammenfassung
dieser Abhandlung findet sich auch in Gnedenko
(1960, S. 198).

4 Didaktischer Kommentar

Bevor ich nun auf einige Punkte des vorangegan-
genen Abschnitts aus fachdidaktischer Sicht ndher
eingehen mochte, sei noch einmal betont, dass dieser
Artikel nicht darauf abzielt, eine mogliche Einfiih-
rung der Normalverteilung zu bieten. Im Gegenteil,
die Normalverteilung sollte den Lernenden bereits
bekannt sein, um ein echtes Verstdndnis der Ausfiih-
rungen zu ermdglichen und damit das Wissen um
die Normalverteilung zu erweitern. Tietze et al. for-
mulieren im Rahmen allgemein didaktischer Fragen
zum Stochastikunterricht: ,,Daher gehort zu jedem
Mathematikunterricht eine Anwendungsorientierung,
in der die Leistungen der Mathematik fiir das Welt-
verstehen in Bezug auf die Entwicklung der (post-)




industriellen Gesellschaft in einer technisch-wissen-
schaftlichen Welt vermittelt werden.* (Tietze et al.
2002, S. 118) Gerade auch diesem Anspruch soll der
vorliegende Aufsatz gerecht werden. An selber Stelle
wird auch eingerdumt, dass die Realisierung dieses
Ziels mit Schwierigkeiten verbunden ist. ,,Sie liegen
in der Komplexitdt und Schwierigkeit der Sachprob-
leme selbst, der Datenfiille und der Komplexitit und
Schwierigkeit der zu verwendenden mathematischen
Theorie und Methoden.*

Besonders Letzteres trifft auch im vorliegenden Fall
zu. Aufgrund des notwendigen Vorwissens ist der
Einsatzbereich insbesondere in der Lehrer(innen)-
bildung zu sehen. In der Schule ist von dem erfor-
derlichen Vorwissen in der Regel nicht auszugehen
und daher eine Durchfiihrung, die den roten Faden
nicht allzu oft verliert, nur bei entsprechender Vorbe-
reitung moglich.

4.1 ¢ als M-L-Schatzer

Samtliche Uberlegungen basieren auf der Idee auf
das arithmetische Mittel der Messwerte als geeigne-
ten Schitzer zu verwenden. Es wird davon ausgegan-
gen, dass ¢ der M-L-Schitzer fiir den unbekannten
wahren Wert ist. Daher ist es essenziell, diese Idee
zu thematisieren. Gefragt danach, wie sie aus den
Messergebnissen zu einem Schitzwert fiir den wah-
ren Wert ¢ kimen, schlagen Lernende héufig die Be-
rechnung des arithmetischen Mittels vor. Das mag
an verschiedensten Kenntnissen liegen, bei ndherer
Diskussion stellt sich zumeist heraus, dass sehr wohl
auch die Vertrautheit mit diesem statistischen Para-
meter — ist er doch im Normalfall der erste, den man
kennenlernt — entscheidenden Einfluss nimmt. Die
Akzeptanz von ¢ als am meisten geeigneten Schitzer
ist also in der Regel als unproblematisch zu betrach-
ten. Umso mehr gilt es herauszustreichen, dass es
eine ausgewdhlte (wenn auch bewédhrte und begriin-
dete) Festlegung ist, die bereits die Fehlerverteilung
bestimmt. Denn die Wahl eines anderen Schitzers fiir
die wahre GroBe fiihrt zu einer anderen Fehlerver-
teilung. Als Beispiel sei an dieser Stelle der empi-
rische Median genannt, der zur Laplace-Verteilung
als Fehlerverteilung fiihrt (sieche z. B. Meyer 2004,
S. 78 ff.).

4.2 Vorwissen aus Stochastik und Analysis

Insbesondere was das stochastische Vorwissen an-
belangt, wird hier von den Studierenden einiges
an gesicherten Kenntnissen abverlangt. Vor allem
das Wissen um Dichtefunktionen wird gefordert,
z. B. wenn es darum geht, unter welchen Vorausset-
zungen die Dichtefunktion einer mehrdimensionalen

Zufallsvariable als Produkt geschrieben werden kann.
Die Anwendung der Maximum-Likelihood-Methode
in vermutlich nicht ganz vertrauter Weise setzt echtes
Verstindnis flir die grundsitzliche Idee voraus.

Auch in der Analysis wird stellenweise deutlich {iber
Schulniveau hinaus Anleihe genommen. Das gilt fiir
die Cauchy’sche Funktionalgleichung, immerhin ist
es aber moglich, sie ohne allzu lange Exkurse darzu-
legen, so weit sie hier gebraucht wird.

Bei der Bestimmung der Integrationskonstante C
wurde eine Mdglichkeit vorgestellt, bei der man —
etwa im Vergleich zur Berechnung mit Polarkoordi-
naten — eher mit schulischem Vorwissen auskommt.
Dennoch wird eingerdumt, dass die Berechnung
praktisch als eigener Inhalt angesehen werden muss,
die vom Hauptpfad der Uberlegungen wegfiihrt.
Alternativ konnte man die Auswertung des unei-
gentlichen Integrals von einem Computeralgebra-
programm bewerkstelligen lassen. Dabei héngt es na-
tiirlich von der Uberzeugung jedes/jeder einzelnen/
einzelner Lehrenden ab, ob diese Moglichkeit nur
dann (etwa aus Zeitgriinden) als gerechtfertigt gese-
hen wird, wenn auch die hiandische Berechnung vom
Vorwissen der Lernenden her moglich wire oder ob
der Computereinsatz zum Umschiffen einer schwie-
rigen Stelle als zuldssig angesehen wird.

Das Losen der Differentialgleichungen und die Uber-
legungen zur GréBe &k im vorldufigen Ergebnis sind
deutlich einfacher zu bewerkstelligen und kdnnen
mit schulischem Vorwissen durchgefiihrt werden.

4.3 Bemerkung zur Unterrichtsmethode

Dem Unterrichtsinhalt entsprechend findet hier, ins-
besondere in der Anfangsphase, die Methode des fra-
gend-entwickelnden Unterrichts ihre Berechtigung.
Gerade wenn es auch um das Herstellen historischer
Beziige geht, kommen die Stirken dieser Unterrichts-
methode zur Geltung. ,,Klare, abgesicherte Zusam-
menhédnge kdnnen in angemessener Fachlichkeit und
zudem sinnvoll vorstrukturiert vermittelt werden.*
(Leuders 2001, S. 143)

In weiterer Folge bietet es sich an verschiedenen Stel-
len an, dass die Lernenden Teilaufgabenstellungen in
Einzel- oder Gruppenarbeit bearbeiten. Das konnen
einerseits kurze, kalkiilorientierte Aufgaben sein, wie
beispielsweise das Losen der einfachen Differential-
gleichung (siehe Abschnitt 3.4).

Andererseits ist auch Raum fiir problemorientierte
Aufgaben. Besonders eignen sich dafiir die Uberle-
gungen zu den beiden GroBen &k und C, daher werden
Beispiele aus diesen Abschnitten gegeben.
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chung, was als Resultat f(u)=C-e % zur Normal-
verteilungsdichte fiihrt, konnen mit der Fragestellung
»Welche Bedingung lésst sich aus den bisherigen Er-
kenntnissen fiir den Faktor & im Exponenten schlie-
Ben? sowohl anwendungsorientierte als auch in-
nermathematische Uberlegungen motiviert werden.
Jedenfalls erfordert die Bearbeitung der Problemstel-
lung auch eine Reflexion der erarbeiteten Inhalte.

Bei der Bestimmung der Integrationskonstante C soll-
te der Fokus zunédchst darauf gelegt werden, die Idee,
iiber die Normierungsbedingung der Dichtefunktion
zu arbeiten, als grundlegend zu erkennen. Das kann
durch eine offene Aufgabenstellung geschehen oder
aber durch eine Fragestellung, die bereits eine stra-
tegische Hilfe enthilt, unterstiitzt werden, wie z. B.
,»Welche Eigenschaft einer Dichtefunktion kann ge-
nutzt werden, um die Integrationskonstante C zu be-
stimmen?*

Die vorgestellte Methode zur Berechnung des In-
tegrals / (vgl. Abschnitt 3.4) eignet sich meines Er-
achtens wieder gut fiir den fragend-entwickelnden
Unterricht. Eine computerunterstiitzte Interpretation
passender Grafiken (vgl. Abbildung 1 und 2) bietet
sich fiir eine schiileraktive Reflexion an.

Durch die Lange der Unterrichtseinheit kann der Me-
thodenvielfalt Rechnung getragen werden, in wel-
chem Ausmal eigenstidndiges Arbeiten und Problem-
losen der Lernenden einflieBen kann, hiangt natiirlich
von deren Vorwissen und Féhigkeiten ab.
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1 Dabei werden Messfehler als Grof3en interpretiert, die aus
einer Summe voneinander unabhéngiger Fehlerkomponen-
ten aufgebaut sind, wobei jede fiir sich nur einen geringen
Einfluss auf den Messfehler hat.

2 ,,Theoria combinationis observatoriu, erroribus minimis
obnoxiae*

3 Einen raschen Zugriff auf die grundlegenden Beweisideen
bietet: http://Isgm.de/KoSemNet/pdf/semmler-05-1.pdf,
S. 1f.




